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1. Introduzione

Introduzione

@ Fare scienza € porsi delle domande.

@ Alcune domande sembrano aprire delle crisi, ma queste
crisi permettono delle svolte epocali.

@ Le svolte sono momenti in cui si cambia il punto di vista e
si pongono le basi di una nuova scienza.
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1. Introduzione

Hilbert e il futuro della matematica.

Nel 1900 Hilbert presenta durante un discorso a Parigi i
problemi che a suo parere saranno le sfide per i matematici del
nuovo secolo. Da quel discorso cito

Chi di noi non sarebbe felice di sollevare il velo dietro al quale
si cela il futuro; di gettare uno sguardo ai progressi venturi della
nostra scienza e ai segreti dal suo sviluppo nel corso dei
prossimi secoli?

Noi dobbiamo sapere, noi sapremo; in matematica non
esistono ignorabimus
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1. Introduzione

Hilbert e il futuro della matematica.

Citerd alcuni dei problemi presentati da Hilbert e che verranno
ripresi e citati in questa conferenza:

@ Problema secondo: consistenza dell’analisi
@ Problema settimo: trascendenza 2\/5, e’

@ Problema ottavo: Ipotesi di Riemann e congettura
Goldbach
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1. Introduzione

V2 e i numeri reali.

e la prima crisi: v/2 e Pitagora;
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1. Introduzione

V2 e i numeri reali.

e la prima crisi: v/2 e Pitagora;
e v/2 & un numero che si usa e con cui si
risolvono equazioni;
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1. Introduzione

V2 e i numeri reali.

e la prima crisi: v/2 e Pitagora;
e v/2 & un numero che si usa e con cui si
risolvono equazioni;

e La definizioni di numeri reali R & del
diciannovesimo secolo (Dedekind).
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1. Introduzione

Fondamenti

e Nel diciannovesimo secolo si sente
I'esigenza di fondare la matematica su solide
basi.
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1. Introduzione

Fondamenti

e Nel diciannovesimo secolo si sente
I'esigenza di fondare la matematica su solide
basi.

e Fino ad allora molti dei concetti che venivano
usati venivano intuiti ma non formalmente
definiti (e il caso dei numeri reali).
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Un segmento lungo v/2

Considerate un quadrato di lato 1.
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Un segmento lungo v/2

Considerate un quadrato di lato 1.
Applicando il teorema di Pitagora trovate che la diagonale
del quadrato & lunga /2.
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Un segmento lungo v/2

Considerate un quadrato di lato 1.

Applicando il teorema di Pitagora trovate che la diagonale
del quadrato & lunga v/2.

Dal punto di vista di Pitagora, avere un segmento lungo
/2 significa che questo numero esiste.
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V2 & irrazionale

Per assurdo /2 & razionale: v2 = 5.
. . 5 2
Facciamo i quadrati 2 = 7.
Moltiplichiamo per d? entrambi i membri: 20% = n?.
d e n sono due numeri interi = si scrivono in modo unico
come prodotto di numeri primi.

@ Supponiamo che nella decomposizione di n non compaia 2
= n = p1p-... dove tutti i p sono diversi da 2.

In questo caso ho un assurdo, perché 2d? = n?. Nel primo
membro ho un 2, nel secondo no.
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V2 & irrazionale

@ Nella decomposizione di n compare un 2 con un
certo esponente = n = 2%(p;...).

e Facciamo i quadrati n? = 225(p2....).
@ In n? 2 compare con esponente pari.

e Analogamente in d? o non compare 2 0 compare con
esponente pari.

@ Ho un assurdo, infatti 2d? = n?: al secondo membro 2
compare con esponente pari, mentre al primo 2
compare con esponente dispari .
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Utilizzo di numeri non razionali

e Da parte dei Pitagorici c’¢e il rifiuto dei numeri reali
non razionali.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Utilizzo di numeri non razionali

e Da parte dei Pitagorici c’¢e il rifiuto dei numeri reali
non razionali.

e Nel Quattro-Cinquecento lo studio delle rotte per la
navigazioni e altri problemi tecnici portano all’utilizzo
di numeri come 7 e V2.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Utilizzo di numeri non razionali

e Da parte dei Pitagorici c’¢e il rifiuto dei numeri reali
non razionali.

e Nel Quattro-Cinquecento lo studio delle rotte per la
navigazioni e altri problemi tecnici portano all’utilizzo
di numeri come 7 e V2.

e Considerazioni analoghe portano anche alla nascita
dei numeri complessi.

Linsieme dei numeri reali o complessi non € oggetto di
studio fino all’Ottocento.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Utilizzo di numeri non razionali

Chiunque abbia a che fare con una equazione di secondo
grado ha bisogno di usare i numeri reali.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Utilizzo di numeri non razionali

Chiunque abbia a che fare con una equazione di secondo
grado ha bisogno di usare i numeri reali.

Proprio nel Cinquecento viene trovata una formula
risolutiva per le equazioni di terzo grado e per questo
introdotto I'utilizzo dei numeri complessi.

Ricordo le formule risolutive di equazioni di secondo e
terzo grado:
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Utilizzo di numeri non razionali

Chiunque abbia a che fare con una equazione di secondo
grado ha bisogno di usare i numeri reali.

Proprio nel Cinquecento viene trovata una formula
risolutiva per le equazioni di terzo grado e per questo
introdotto I'utilizzo dei numeri complessi.

Ricordo le formule risolutive di equazioni di secondo e
terzo grado:

ax?+bx+c¢c=0

— —b+ Vb2 —4ac
B 2a
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Utilizzo numeri non razionali

TUTTE le equazioni di terzo grado ax® + bx? + cx 4+ d = 0 si
riducono alla forma x3 + px = q.
La soluzione di quest’ultima equazione e

S R (GrR RG]
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Utilizzo numeri non razionali

TUTTE le equazioni di terzo grado ax® + bx? + cx 4+ d = 0 si
riducono alla forma x3 + px = q.
La soluzione di quest’ultima equazione e

S R (GrR RG]

Esempio:

x3 - 15x =4

ha soluzione 4 ma se applicate la formula viene v/ —1.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri costruibili

Alcuni numeri reali sono noti fino dall’antichita, altri sono
piu recenti.
Ai greci sono noti tutti i numeri reali detti costruibili.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri costruibili

Alcuni numeri reali sono noti fino dall’antichita, altri sono
piu recenti.
Ai greci sono noti tutti i numeri reali detti costruibili.

o Avete la possibilita di disegnare segmenti di
lunghezza intera (1 cm 0 2 cm ecc.)
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri costruibili

Alcuni numeri reali sono noti fino dall’antichita, altri sono
piu recenti.
Ai greci sono noti tutti i numeri reali detti costruibili.
o Avete la possibilita di disegnare segmenti di
lunghezza intera (1 cm 0 2 cm ecc.)

o Avete a disposizione un righello e un compasso per
disegnare altri segmenti
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri costruibili

Alcuni numeri reali sono noti fino dall’antichita, altri sono
piu recenti.
Ai greci sono noti tutti i numeri reali detti costruibili.
o Avete la possibilita di disegnare segmenti di
lunghezza intera (1 cm 0 2 cm ecc.)

o Avete a disposizione un righello e un compasso per
disegnare altri segmenti

@ Le lunghezze di questi segmenti sono numeri
costruibili
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri costruibili

Alcuni numeri reali sono noti fino dall’antichita, altri sono
piu recenti.
Ai greci sono noti tutti i numeri reali detti costruibili.
o Avete la possibilita di disegnare segmenti di
lunghezza intera (1 cm 0 2 cm ecc.)

o Avete a disposizione un righello e un compasso per
disegnare altri segmenti

@ Le lunghezze di questi segmenti sono numeri
costruibili

V/2 & costruibile
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri algebrici

e Considerate un’equazione a coefficienti interi, per
esempio x? — 2 = 0.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri algebrici

e Considerate un’equazione a coefficienti interi, per
esempio x? — 2 = 0.

e Potete scrivere I'equazione anche se non conoscete i
numeri reali.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri algebrici

e Considerate un’equazione a coefficienti interi, per
esempio x? — 2 = 0.

e Potete scrivere I'equazione anche se non conoscete i
numeri reali.

@ Per risolverla dovete usare i numeri reali.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri algebrici

e Considerate un’equazione a coefficienti interi, per
esempio x? — 2 = 0.

e Potete scrivere I'equazione anche se non conoscete i
numeri reali.

@ Per risolverla dovete usare i numeri reali.

@ | numeri reali che sono soluzioni di equazioni con
coefficienti interi sono detti algebrici.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri algebrici

e Considerate un’equazione a coefficienti interi, per
esempio x? — 2 = 0.

e Potete scrivere I'equazione anche se non conoscete i
numeri reali.

o Per risolverla dovete usare i numeri reali.
@ | numeri reali che sono soluzioni di equazioni con
coefficienti interi sono detti algebrici.

Costruibile —- Algebrico
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri algebrici

Esempi:

V2
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri algebrici

Esempi:
\V/2 é algebrico (soluzione di x> —2 = 0)
V3
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri algebrici

Esempi:
\V/2 é algebrico (soluzione di x> —2 = 0)
V3 é algebrico (soluzione di x® —3 =0)

(4
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri algebrici

Esempi:

\V/2 é algebrico (soluzione di x2 —2 = 0)
V3 é algebrico (soluzione di x® —3 =0)
1 & algebrico (soluzione di x> +1=10)

T
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri algebrici

Esempi:

\V/2 é algebrico (soluzione di x2 —2 = 0)
V3 é algebrico (soluzione di x® —3 =0)
1 & algebrico (soluzione di x> +1=10)

7 non e algebrico!
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri trascendenti

| numeri reali che non sono algebrici sono chiamati
trascendenti.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri trascendenti

| numeri reali che non sono algebrici sono chiamati
trascendenti.

@ Dimostrare che un numero € trascendente e difficile:
la dimostrazione che esistono numeri trascendenti &
del 1844.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri trascendenti

| numeri reali che non sono algebrici sono chiamati
trascendenti.

@ Dimostrare che un numero € trascendente e difficile:
la dimostrazione che esistono numeri trascendenti &
del 1844.

e 7 trascendente implica impossibilita di risolvere la
quadratura del cerchio.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri trascendenti

| numeri reali che non sono algebrici sono chiamati
trascendenti.

@ Dimostrare che un numero € trascendente e difficile:
la dimostrazione che esistono numeri trascendenti &
del 1844.

e 7 trascendente implica impossibilita di risolvere la
quadratura del cerchio.

e Settimo problema di Hilbert: €™ e 2V2 sono
trascendenti? Risposta affermativa.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri trascendenti

| numeri reali che non sono algebrici sono chiamati
trascendenti.

@ Dimostrare che un numero € trascendente e difficile:
la dimostrazione che esistono numeri trascendenti &
del 1844.

e 7 trascendente implica impossibilita di risolvere la
quadratura del cerchio.

e Settimo problema di Hilbert: €™ e 2V2 sono
trascendenti? Risposta affermativa.

e Eilnumeroe +w?
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri trascendenti

Il fatto che nell’insieme dei numeri reali ci siano numeri
che non sono soluzioni di equazioni rende difficile la
definizione di numero reale.
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri trascendenti

Il fatto che nell’insieme dei numeri reali ci siano numeri
che non sono soluzioni di equazioni rende difficile la
definizione di numero reale.

Si pud definire v/2 come il numero il cui quadrato & 2, ma

come si definisce e?
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3. Equazioni e numeri algebrici
Famiglie di numeri reali

Numeri trascendenti

Il fatto che nell’insieme dei numeri reali ci siano numeri
che non sono soluzioni di equazioni rende difficile la
definizione di numero reale.

Si pud definire v/2 come il numero il cui quadrato & 2, ma

come si definisce e?
La maggior parte dei numeri reali non ha un nome, come

li definiamo?
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Formule risolutive di equazioni

Una formula risolutiva di un’equazione di un certo grado e
una formula tale che se conoscete i coefficienti
dell’equazione potete trovare le sue soluzioni per
qualsiasi equazione di quel grado. Se pensate alla
formula risolutiva delle equazioni di secondo grado vi
basta conoscere a, b, ¢ coefficienti di x2, x, e il termine
noto, per conoscere le soluzioni.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Formule risolutive di equazioni

Una formula risolutiva di un’equazione di un certo grado e
una formula tale che se conoscete i coefficienti
dell’equazione potete trovare le sue soluzioni per
qualsiasi equazione di quel grado. Se pensate alla

formula risolutiva delle equazioni di secondo grado vi
basta conoscere a, b, ¢ coefficienti di x2, x, e il termine
noto, per conoscere le soluzioni.

Se I'equazione e incompleta magari potete usare altri
modi per risolvere 'equazione, ma sicuramente la formula
risolutiva vi permette di trovare le soluzioni.
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Formule risolutive di equazioni
Gruppi

4. L'algebra del diciannovesimo secolo

Esempio:

@ Per le equazioni di secondo grado la formula risolutiva €

—b++/b2—4ac
2a :

@ Lequazione x® — 4 = 0 si pud risolvere anche cosi: x> = 4,
x = +v/4. Questo perd & un procedimento che si applica
solo a questo tipo di equazioni (pure) e quindi non € una
formula risolutiva per le equazioni di secondo grado.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Formule risolutive di equazioni

e La formula risolutiva delle equazioni di secondo grado
era nota gia dall’antichita.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Formule risolutive di equazioni

e La formula risolutiva delle equazioni di secondo grado
era nota gia dall’antichita.

@ Nel Cinquecento viene trovata la formula risolutiva
delle equazioni di terzo grado (da Cardano e
Tartaglia).
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Formule risolutive di equazioni

e La formula risolutiva delle equazioni di secondo grado
era nota gia dall’antichita.

@ Nel Cinquecento viene trovata la formula risolutiva
delle equazioni di terzo grado (da Cardano e
Tartaglia).

@ Poco dopo viene trovata la formula risolutiva delle
equazioni di quarto grado.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Formule risolutive di equazioni

e La formula risolutiva delle equazioni di secondo grado
era nota gia dall’antichita.

@ Nel Cinquecento viene trovata la formula risolutiva
delle equazioni di terzo grado (da Cardano e
Tartaglia).

@ Poco dopo viene trovata la formula risolutiva delle
equazioni di quarto grado.

E le equazioni di grado superiore?
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Formule risolutive di equazioni

e Ruffini: matematico italiano (1765 - 1822).
@ Abel: matematico norvegese (1802 - 1829).

Alice Garbagnati Crisi e innovazione nella storia della matematica



Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Formule risolutive di equazioni

e Ruffini: matematico italiano (1765 - 1822).

@ Abel: matematico norvegese (1802 - 1829).

e Entrambi cercarono la formula risolutiva delle
equazioni di quinto grado e arrivarono allo stesso

risultato a vent’anni 'uno dall’altro, all'insaputa 'uno
dell’altro.

Alice Garbagnati Crisi e innovazione nella storia della matematica



Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Formule risolutive di equazioni

e Ruffini: matematico italiano (1765 - 1822).

@ Abel: matematico norvegese (1802 - 1829).

e Entrambi cercarono la formula risolutiva delle
equazioni di quinto grado e arrivarono allo stesso
risultato a vent’anni 'uno dall’altro, all'insaputa 'uno
dell’altro.

Il fatto che matematici diversi arrivino a risultati analoghi
nello stesso periodo non € raro, infatti cio significa che la
ricerca € arrivata a uno sviluppo tale da portare a qual
risultato.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Formule risolutive di equazioni

Il risultato di Ruffini e Abel fu in un certo senso
sconvolgente. Entrambi cercavano la formula risolutiva di
equazioni di quinto grado ma essi dimostrarono che
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4. L'algebra del diciannovesimo secolo Z(:Lr;;le gsolinvelieqtazion]

Formule risolutive di equazioni

Il risultato di Ruffini e Abel fu in un certo senso
sconvolgente. Entrambi cercavano la formula risolutiva di
equazioni di quinto grado ma essi dimostrarono che

non puo esistere una formula risolutiva per le
equazioni di quinto grado.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Formule risolutive di equazioni

Il risultato di Ruffini e Abel fu in un certo senso
sconvolgente. Entrambi cercavano la formula risolutiva di
equazioni di quinto grado ma essi dimostrarono che

non puo esistere una formula risolutiva per le
equazioni di quinto grado.

Ovviamente esistono modi di risolvere alcune equazioni
(x> — 1 = 0 ha sicuramente la soluzione x = 1), ma non
esiste una formula tale che data

ax® + bx* + cx® + dx? + ex + f = 0 dica quali sono le sue
soluzioni per ogni (a, b, c, d, e, ).
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Formule risolutive di equazioni
Gruppi

4. L'algebra del diciannovesimo secolo

Galois

Il risultato di Ruffini e Abel fu generalizzato da Galois
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Formule risolutive di equazioni
Gruppi

4. L'algebra del diciannovesimo secolo

Galois

Il risultato di Ruffini e Abel fu generalizzato da Galois
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Galois

@ Galois nacque a Parigi nel 1811. Fu un repubblicano
convinto.

@ Venne incarcerato a venti anni per motivi politici.
@ Mori a 21 anni in un duello.

@ Non ebbe mai nessun riconoscimento per il suo grandioso
lavoro matematico.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Galois

e Galois invento una eccezionale teoria di algebra,
profondamente basata sul concetto di gruppo.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Galois

e Galois invento una eccezionale teoria di algebra,
profondamente basata sul concetto di gruppo.

@ Questa teoria e ora conosciuta come Teoria di Galois.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Galois

e Galois invento una eccezionale teoria di algebra,
profondamente basata sul concetto di gruppo.

@ Questa teoria e ora conosciuta come Teoria di Galois.
e |l risultato piu affascinante di questa teoria e che
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo N
Gruppi

Galois

e Galois invento una eccezionale teoria di algebra,
profondamente basata sul concetto di gruppo.

@ Questa teoria e ora conosciuta come Teoria di Galois.
e |l risultato piu affascinante di questa teoria e che

non esistono formule risolutive per equazioni di
grado superiore a quattro.

Alice Garbagnati Crisi e innovazione nella storia della matematica



Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

In questa parte vorrei introdurre uno dei concetti algebrici
pit importanti della matematica moderna: i gruppi.

e Si introduce questo concetto perché si vogliono
studiare le proprieta delle operazioni e degli oggetti
su cui le operazioni sono definite.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

In questa parte vorrei introdurre uno dei concetti algebrici
pit importanti della matematica moderna: i gruppi.

e Si introduce questo concetto perché si vogliono
studiare le proprieta delle operazioni e degli oggetti
su cui le operazioni sono definite.

@ Voi conoscete diverse operazioni, definite su diversi
oggetti: per esempio la somma fra numeri, o fra
monomi, o fra polinomi (o fra matrici).
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

@ Lidea e di capire che cosa rende queste (e altre)
operazioni simili fra loro e cosa invece le distingue.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

@ Lidea e di capire che cosa rende queste (e altre)
operazioni simili fra loro e cosa invece le distingue.

e La ricerca dei fondamenti & proprio la ricerca delle
proprieta che rendono certe operazioni (o certe
azioni) simili fra loro e quindi accomunabili sotto un
unico nome.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

@ Considerate un insieme /.
e Esempio: i numeri N
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Considerate un insieme /.
e Esempio: i numeri N
e Un’operazione € un meccanismo (una funzione) che

permette di associare a due elementi di / un altro
elemento di /.

e Esempio: | = N. La somma + associa alla coppia 2,3 il
numero 5=(2+3)
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

@ Indichiamo I'operazione su / con x: ax b = c.
(I,x) € una struttura algebrica.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

@ Indichiamo I'operazione su / con x: ax b = c.
(I,x) € una struttura algebrica.
e Diciamo che € associativa se (axb)xc = ax(bxc).

e Esempio: | = N, x = + € associativa:
(1+2)+3=1+(2+3)
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Diciamo che (/,x) ammette elemento neutro se

esistee € Italeche exa=axe=aperogniac /
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Diciamo che (/,x) ammette elemento neutro se

esistee € Italeche exa=axe=aperogniac /

e Esempio: | =N, x = +. L'elemento neutro e 0
n+0=0+n=n.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Diciamo che (/,x) ammette elemento neutro se
esistee € Italeche exa=axe=aperogniac |
e Esempio: | =N, x = +. L'elemento neutro e 0

n+0=04+n=n.
e Esempio: | =N, x =-. Lelemento neutroe1-n=n-1=n.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Diciamo che (/,x) ammette elemento neutro se

esistee € Italeche exa=axe=aperogniac /

e Esempio: | =N, x = +. L'elemento neutro e 0
n+0=0+n=n.

e Esempio: | =N, x =-. Lelemento neutroe1-n=n-1=n.

e Esempio: | = Z, x = - I'elemento neutro e 1 (come per N)

Alice Garbagnati Crisi e innovazione nella storia della matematica



Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Diciamo che in (/. x) un elemento a ha inverso se

esistebec Italeche bxa=axb=c¢e
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Diciamo che in (/. x) un elemento a ha inverso se

esistebec Italeche bxa=axb=c¢e

e Esempio: | = Z, x = +. Lelemento neutro e 0. Linverso di
2e-2 perché2+(—2)=0

Alice Garbagnati Crisi e innovazione nella storia della matematica



Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Diciamo che in (/. x) un elemento a ha inverso se

esistebec Italeche bxa=axb=c¢e

e Esempio: | = Z, x = +. Lelemento neutro e 0. Linverso di
2é-2,perché2+ (-2)=0

e Esempio: | = N, x = +. Lelemento neutro € 0. 2 non ha
inverso (perché —2 ¢ N)

Alice Garbagnati Crisi e innovazione nella storia della matematica



Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Diciamo che in (/. x) un elemento a ha inverso se

esistebec Italeche bxa=axb=c¢e

e Esempio: | = Z, x = +. Lelemento neutro e 0. Linverso di
2é-2,perché2+ (-2)=0

e Esempio: | = N, x = +. Lelemento neutro € 0. 2 non ha
inverso (perché —2 ¢ N)

e Esempio: | = Z, x = - I'elemento neutro e 1. L'elemento 2
non ha inverso, perché non esiste x inZ tale che 2 - x = 1
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Diciamo che in (/. x) un elemento a ha inverso se

esistebec Italeche bxa=axb=c¢e

e Esempio: | = Z, x = +. Lelemento neutro e 0. Linverso di
2é-2, perché2+ (-2)=0

e Esempio: | = N, x = +. Lelemento neutro € 0. 2 non ha
inverso (perché —2 ¢ N)

e Esempio: | = Z, x = - 'elemento neutro € 1. L'elemento 2
non ha inverso, perché non esiste x in Z tale che 2 - x = 1

e Esempio: | = Q, x = - 'elemento neutro e 1. Linverso di 2 e
1

2
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Un gruppo € una struttura algebrica (/, x) tale che
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Un gruppo € una struttura algebrica (/, x) tale che
e * € associativa.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Un gruppo € una struttura algebrica (/, x) tale che

e x € associativa.
» C’e un elemento neutro
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Un gruppo € una struttura algebrica (/, x) tale che
o x € associativa.
o C’e un elemento neutro
o Ogni elemento ammette un inverso
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Esempio: (Z,+)
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Esempio: (Z,+) e un gruppo.
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Esempio: (Z,+) e un gruppo.
e Esempio: (Q/{0},-)
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Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Esempio: (Z,+) e un gruppo.
e Esempio: (Q/{0},-) € un gruppo.
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4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Esempio: (Z,+) e un gruppo.
e Esempio: (Q/{0},-) € un gruppo.
e Esempio: (Z, ")
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4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Esempio: (Z,+) e un gruppo.
e Esempio: (Q/{0},-) € un gruppo.
e Esempio: (Z,-) non e un gruppo (2 non ha un inverso)
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4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
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Gruppi

e Esempio: (Z,+) e un gruppo.

e Esempio: (Q/{0},-) € un gruppo.

e Esempio: (Z,-) non e un gruppo (2 non ha un inverso)
(N,

e Esempio: (N, +)

Alice Garbagnati Crisi e innovazione nella storia della matematica



Formule risolutive di equazioni

4. Lalgebra del diciannovesimo secolo A
Gruppi

Gruppi

e Esempio: (Z,+) e un gruppo.

e Esempio: (Q/{0},-) € un gruppo.

e Esempio: (Z,-) non e un gruppo (2 non ha un inverso)
(

e Esempio: (N,+) non e un gruppo (2 non ha un
inverso)
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Fondamenti dell’algebra

Si vogliono definire in modo assiomatico, chiaro
e univoco gli insiemi dei numeri e le operazioni
fra essi. Si usano le strutture algebriche.
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Numeri naturali

@ |l concetto di numero naturale & molto intuitivo ed &
sempre stato usato.
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Numeri naturali

@ |l concetto di numero naturale & molto intuitivo ed &
sempre stato usato.

e |l problema dei fondamenti & cercare di dare
definizioni che non si basino sull’intuizione.
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Numeri naturali

@ |l concetto di numero naturale & molto intuitivo ed &
sempre stato usato.

e |l problema dei fondamenti & cercare di dare
definizioni che non si basino sull’intuizione.
@ Peano si occupa di dare una definizione assiomatica
di numero naturale.
@ con assiomi come: esiste un insieme che contiene un
oggetto chiamato 0.
@ per ogni oggetto ne esiste uno successivo
@ 0 non & successivo di nessuno ...
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Numeri relativi

@ Supponiamo di conoscere i numeri naturali N.
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Numeri relativi

@ Supponiamo di conoscere i numeri naturali N.

@ Aggiungiamo a questi numeri tutti gli inversi per
I'operazione di somma:
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Numeri relativi

@ Supponiamo di conoscere i numeri naturali N.

@ Aggiungiamo a questi numeri tutti gli inversi per

I'operazione di somma:
otteniamo i numeri relativi Z.
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Numeri relativi

@ Supponiamo di conoscere i numeri naturali N.

@ Aggiungiamo a questi numeri tutti gli inversi per
I'operazione di somma:
otteniamo i numeri relativi Z.

e Esempio: ho (N, +). Non esiste un numero x in N tale che
2+ x =0, cioe un inverso di 2.

e Inventiamoci un numero x che abbia questa proprieta, cioe
2+x=0.

e Lo indichiamo con un simbolo nuovo, che inventiamo ora
—2. Aggiungiamo all'insieme N questo numero, cioé —2.
Abbiamo aggiunto a N l'inverso di 2.

e Se aggiungiamo a N gli inversi non solo di 2 ma di tutti i
numeri abbiamo 7
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Numeri razionali

@ Supponiamo di conoscere i numeri relativi Z.

@ Aggiungiamo a questi numeri gli inversi di tutti gli
elementi di Z (diversi 0) per I'operazione di prodotto.

e E’lo stesso procedimento di prima.

e Aggiungiamo i prodotti fra gli elementi ottenuti:
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Numeri razionali

@ Supponiamo di conoscere i numeri relativi Z.

@ Aggiungiamo a questi numeri gli inversi di tutti gli
elementi di Z (diversi 0) per I'operazione di prodotto.
e E’lo stesso procedimento di prima.
e Aggiungiamo i prodotti fra gli elementi ottenuti:
abbiamo Q
e Esempio: (Z,-).
e Aggiungo 3, che é inverso di 2.
e Aggiungendo gli inversi di tutti gli elementi di Z (tranne 0)

trovo Q.

Crisi e innovazione nella storia della matematica
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Numeri reali

e La definizione dell'insieme dei numeri reali & piu
complicata.

@ E’ stata data da Dedekind.

@ Non si puo dare in modo algebrico come fatto prima
(perché in R ci sono numeri trascendenti).

@ Ha bisogno del concetto di ordinamento e di limite.

Alice Garbagnati Crisi e innovazione nella storia della matematica



| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Geometrie non euclidee
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Geometrie non euclidee

e |l problema dei fondamenti della geometria ha una
storia che ancora una volta affonda le sue radici nella
matematica Greca.

@ |l pit grande trattato dell’antichita sulla geometria &
Gli elementi di Euclide.
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Geometrie non euclidee

e |l problema dei fondamenti della geometria ha una
storia che ancora una volta affonda le sue radici nella
matematica Greca.

@ |l pit grande trattato dell’antichita sulla geometria &
Gli elementi di Euclide.

e Quinto postulato di Euclide: per un punto esterno a
una retta passa una e una sua parallela alla retta.

@ Una domanda che per secoli i matematici si posero
fu: Usando tutti gli altri postulati di Euclide si riesce a
dimostrare il quinto?
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Geometrie non euclidee

@ | numerosi tentativi di dimostrazione fallirono.
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Geometrie non euclidee

@ | numerosi tentativi di dimostrazione fallirono.

@ Uno di questi tentativi porto a studiare una geometria
in cui il postulato delle parallele era falso.
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Geometrie non euclidee

@ | numerosi tentativi di dimostrazione fallirono.

@ Uno di questi tentativi porto a studiare una geometria
in cui il postulato delle parallele era falso.

e Lidea era di studiare questa geometria e di arrivare a
delle affermazioni false, quindi (come in una
dimostrazione per assurdo) mostrare che il postulato
era vero.
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Geometrie non euclidee

@ | numerosi tentativi di dimostrazione fallirono.

@ Uno di questi tentativi porto a studiare una geometria
in cui il postulato delle parallele era falso.

e Lidea era di studiare questa geometria e di arrivare a
delle affermazioni false, quindi (come in una
dimostrazione per assurdo) mostrare che il postulato
era vero.

e Lo studio di questa geometria non porto ad alcuna
contraddizione. Cosi nacque un nuova geometria,
detta iperbolica
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| fondamenti dell’algebra
| fondamenti della geometria

5. Fondamenti

Geometrie non euclidee

e La geometria iperbolica € ormai molto studiata.
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| fondamenti dell’algebra
| fondamenti della geometria

5. Fondamenti

Geometrie non euclidee

e La geometria iperbolica € ormai molto studiata.

e Per descriverla e visualizzarla Poincaré propose un
modello che si rappresenta in una circonferenza.
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| fondamenti dell’algebra
| fondamenti della geometria

5. Fondamenti

Geometrie non euclidee

e La geometria iperbolica € ormai molto studiata.

e Per descriverla e visualizzarla Poincaré propose un
modello che si rappresenta in una circonferenza.

e Questa rappresentazione € alla base di molti dei

disegni di Escher
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Hilbert

Hilbert (1862 - 1943) pose un nuovo sistema assiomatico
per la geometria. Con questi assiomi si accettano le
geometrie non euclidee e si formalizza la geometria in
dimensione‘anche superiore a 3.
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| fondamenti dell’algebra
| fondamenti della geometria

5. Fondamenti

e Klein, invece, si pone il problema di dire che cosa
studia la geometria, a quali domande puo rispondere.

e La geometria studia le proprieta che sono invarianti
per I'azione di un gruppo, cioé le proprieta che sono
preservate dalle trasformazioni geometriche.
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Geometria algebrica

e Per Pitagora i numeri sono misura di segmenti.
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Geometria algebrica

e Per Pitagora i numeri sono misura di segmenti.

e Il piano cartesiano permette di passare da oggetti
algebrici a oggetti geometrici.
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| fondamenti dell’algebra

5. Fondamenti | fondamenti della geometria

Geometria algebrica

e Per Pitagora i numeri sono misura di segmenti.

e Il piano cartesiano permette di passare da oggetti
algebrici a oggetti geometrici.

o | lavori di Hilbert e Klein formalizzano il legame fra la
geometria e l'algebra. Nasce la geometria algebrica.
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Godel (1906 - 1978) fu uno dei piu grandi logici della storia. Il
suo teorema di incompletezza mise irrimediabilmente in crisi la
solida struttura dei fondamenti della matematica.
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lo penso che la pazzia di Godel - non c’e dubbio infatti che in
un certo senso si tratti proprio di pazzia - sia il prezzo che sta
pagando per essersi avvicinato troppo alla verita nella sua form
piu assoluta. C’e una poesia che dice La gente non sopporta
troppa realta, o qualcosa del genere. Pensa all’albero della
conoscenza della Bibbia o al Prometeo della vostra mitologia.
Esseri umani come Iui si sono spinti oltre il limite corrente, sono
arrivati a conoscere piu di quanto serva all’'uomo, e per questa
presunzione devono pagare.
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6. Godel

Quali assiomi scegliere?

e La geometria per secoli si era basata sugli assiomi di
Euclide.

@ Nel Novecento era ormai chiaro che la geometria
iperbolica (con assiomi diversi) era matematicamente
altrettanto valida (anche se poco intuitiva per noi).

e Questo fece sorgere spontanea la domanda: quali
sono gli assiomi giusti da scegliere?,
o meglio ¢i sono degli assiomi che sono migliori di
altri?
e come si fa a distinguere gli assiomi migliori?
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6. Godel

Teorema dell'incompletezza

La risposta di Gddel a queste domande sconvolse i fondamenti
della matematica.

@ Scegliamo degli assiomi
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6. Godel

Teorema dell'incompletezza

La risposta di Gddel a queste domande sconvolse i fondamenti
della matematica.

@ Scegliamo degli assiomi

@ Facciamo una affermazione (che abbia senso per gli
assiomi che abbiamo scelto). Degli assiomi sono belli se ci
permettono sempre di dire se questa affermazione & vera
oppure no.
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6. Godel

Teorema dell'incompletezza

La risposta di Gddel a queste domande sconvolse i fondamenti
della matematica.

@ Scegliamo degli assiomi

@ Facciamo una affermazione (che abbia senso per gli
assiomi che abbiamo scelto). Degli assiomi sono belli se ci
permettono sempre di dire se questa affermazione & vera
oppure no.

@ |l teorema di Godel afferma che comunque si scelgano gli
assiomi esisteranno sempre delle affermazioni di cui non
possiamo dire se siano vere o false

Alice Garbagnati Crisi e innovazione nella storia della matematica



Teorema di Godel

o |l teorema di Godel di fatto afferma che ci sono
proposizioni di cui non possiamo dire se siano vere e
false. Questo succede comunque scegliamo gli
assiomi.

@ Questo rende insensato il tentativo di trovare gl
assiomi GIUSTI, quelli che permettano di dimostrare
ogni aspetto di una teoria. Mentre la ricerca di tali
assiomi era stata I'oggetto di studio di tanti logici e
matematici precedenti.
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Teorema di Godel

@ Inoltre il teorema di Gédel significa che noi portemmo
porci una domanda a cui magari non si puo dare
risposta, quindi portemmo cercare una risposta che
non potremo mai trovare.
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La verita non € sempre dimostrabile.
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Teorema di Godel

e Il teorema di Gédel venne interpretato come la
scoperta di un fallimento. Nessun sistema di assiomi
permette di dimostrare tutto quello che si vorrebbe
dimostrare.

o In effetti il teorema di Gédel pone dei limiti alla
ricerca: solo alcune affermazioni si possono
dimostrare dati certi assiomi.

@ Il secondo problema proposto da Hilbert si proponeva
di trovare gli assiomi giusti per la teoria dei numeri.
Godel dimostra che si possono trovare questi
assiomi.
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Teorema di Godel

@ Scelti gli assiomi prima o poi si troveranno
affermazioni che non si possono dimostrare.

@ Allora si decidera di aggiungere un altro assioma (€
gia successo nella storia della matematica)

@ Anche in questo nuovo sistema di assiomi si trovera
una affermazione che non €& dimostrabile.
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Teorema di Godel

Se ci pensate questo procedimento pud andare avanti
all’infinito dando via via nuovi assiomi,e nuove teorie. In
un certo senso il teorema di Gddel garantisce che il
genere umano porta sempre continuare a occuparsi di
matematica, di cercare nuove domande e nuove risposte
e di costruire nuovi modi di pensare.

L'essenza della matematica risiede proprio nella sua
liberta.
Cantor
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Teorema di Godel

Archimede sara ricordato anche quando ci si
dimentichera di Eschilo, poiché le lingue muoiono ma le
idee matematiche no. Immortalita puo essere una parola
ingenua, ma un matematico ha pit probabilita di chiunque
altro di raggiungere cio che essa designa.

Hardy

Apologia di un matematico

Alice Garbagnati Crisi e innovazione nella storia della matematica



7. Problemi della matematica contemporanea

La matematica del Novecento

Durante l'ultimo secolo gli sviluppi della matematica sono
stati incredibili e molto superiori a quanti ce ne fossero
stati in tutta la storia precedente. Per chiudere questa
conferenza vorrei solo ricordarvi alcuni problemi molto
facili da descrivere ma molto difficili da risolvere.
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7. Problemi della matematica contemporanea

LUltimo teorema di Fermat

e Fermat nel 1637 lesse Aritmetica di Diofante, un libro
scritto nel 11l secolo. Annotd a margine del suo libro
molte osservazioni e teoremi senza darne una
dimostrazione. Nel corso dei secoli successivi tutte le
osservazioni da lui scritte vennero dimostrate.
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7. Problemi della matematica contemporanea

LUltimo teorema di Fermat

e Fermat nel 1637 lesse Aritmetica di Diofante, un libro
scritto nel 11l secolo. Annotd a margine del suo libro
molte osservazioni e teoremi senza darne una
dimostrazione. Nel corso dei secoli successivi tutte le
osservazioni da lui scritte vennero dimostrate.

o Lultima rimasta da dimostrare prese il nome di Ultimo
Teorema di Fermat. Egli scrisse Dispongo di una
meravigliosa dimostrazione di questo teorema, che
non puo essere contenuta nel margine troppo stretto
della pagina.
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7. Problemi della matematica contemporanea

LUltimo teorema di Fermat

e Lultimo teorema di Fermat fu dimostrato negli anni
Novanta del secolo scorso da Wiles.
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7. Problemi della matematica contemporanea

LUltimo teorema di Fermat

e Lultimo teorema di Fermat fu dimostrato negli anni
Novanta del secolo scorso da Wiles.

@ La sua dimostrazione usa tecniche recentissime che

non erano sicuramente state inventate (e neanche
intuite) all’epoca di Fermat.

Alice Garbagnati Crisi e innovazione nella storia della matematica



7. Problemi della matematica contemporanea

LUltimo teorema di Fermat

e Lultimo teorema di Fermat fu dimostrato negli anni
Novanta del secolo scorso da Wiles.

e La sua dimostrazione usa tecniche recentissime che
non erano sicuramente state inventate (e neanche
intuite) all’epoca di Fermat.

e Rimane quindi aperta la domanda: Fermat si sbaglio
quando credette di avere una dimostrazione, o c’'e
una dimostrazione molto piu elementare dell’ultimo
teorema di Fermat che € sfuggita a tutti i matematici
successivi?
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7. Problemi della matematica contemporanea

LUltimo teorema di Fermat

@ Lenunciato dell’'ultimo teorema di Fermat e
n

non esistono x, y,z € Ntale che x" + y" = z

seneNen>2
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7. Problemi della matematica contemporanea

LUltimo teorema di Fermat

@ Lenunciato dell’'ultimo teorema di Fermat e

n

non esistono x, y,z € Ntale che x" + y" = z
sencNen>2.
@ E’ chiaro che se n = 2 I'equazione x? + y? = 2% ha

soluzioni intere, cioe I'enunciato & falso per n = 2.
(x=8,y=4,z=5)
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7. Problemi della matematica contemporanea

LUltimo teorema di Fermat

@ Lenunciato dell’'ultimo teorema di Fermat e

n

non esistono x, y,z € Ntale che x" + y" = z

seneNen>2

e E’ chiaro che se n = 2 I'equazione x2 + y? = z2 ha
soluzioni intere, cioe I'enunciato & falso per n = 2.
(x=8,y=4,z=5)

@ Se pero n & maggiore di 2 'enunciato € vero.
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7. Problemi della matematica contemporanea

Numeri primi

Un altro dei grandi problemi della matematica é la
distribuzione dei numeri primi.
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7. Problemi della matematica contemporanea

Numeri primi

Un altro dei grandi problemi della matematica e la
distribuzione dei numeri primi.
L'ottavo problema di Hilbert riguarda i numeri primi.
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7. Problemi della matematica contemporanea

Numeri primi

Un altro dei grandi problemi della matematica e la
distribuzione dei numeri primi.

L'ottavo problema di Hilbert riguarda i numeri primi.
Ogni tanto ci sono numeri primi molto ravvicinati fra loro,
ma il successivo € molto distante. Lipotesi di Riemann é
una congettura che permetterebbe di descrivere in parte
la distribuzione dei numeri primi. Questo problema &
tutt’ora irrisolto.
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7. Problemi della matematica contemporanea

Congettura Goldbach

La congettura Goldbach e tutt’ora irrisolta. Anch’essa
riguarda i numeri primi. Lenunciato & molto facile:
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7. Problemi della matematica contemporanea

Congettura Goldbach

La congettura Goldbach e tutt’ora irrisolta. Anch’essa
riguarda i numeri primi. Lenunciato & molto facile:

Ogni numero pari maggiore di 2 € la somma i
due numeri primi.
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7. Problemi della matematica contemporanea

Libri

e Apostolos Doxiadis, Lo zio Pertos e la congettura
Goldbach (romanzo)

e Tom Petsinis, Il matematico francese (romanzo)

e Simon Singh, Lultimo teorema di Fermat (saggio
divulgativo)

e Piergiorgio Odifreddi , La matematica del Novecento
(saggio)
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